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Рассматривается интегральное многообразие системы уравнений движения электрически заряженного гиростата, движущегося вокруг неподвижного полюса и несущего постоянные магниты, в комбинированном силовом поле. Это поле является суперпозицией силовых полей: однородного гравитационного и постоянного внешнего магнитного поля, а также поля сил Лоренца. Для обобщенных гиростатических аналогов классических случаев интегрируемости получены линейные и квадратичный первые интегралы уравнений движения гиростата, а также некоторые частные решения и условия их существования.

Введение

Механический объект агрегативного типа движется в комбинированном силовом поле (КСП), являющемся суперпозицией силовых полей различной природы. Представители данного рода объектов, имеющие кинетически неизменную конфигурацию, могут моделироваться гиростатами с постоянным гиростатическим моментом. Такая модель в ряде случаев адекватно отражает динамические свойства реальных механических объектов (например, некоторых типов космических аппаратов [1]).

Рассматривается движение относительно неподвижного полюса гиростата, несущего систему жестко скрепленных с носителем постоянных магнитов (магнитных демпферов [1]) и имеющего область, заполненную одноименными (для определенности – положительными) электрическими зарядами, статически распределенными по внешней поверхности носителя [2]. Гиростат движется в суперпозиции силовых полей: однородного гравитационного и постоянного внешнего магнитного поля, а также поля сил Лоренца. Последнее поле обусловлено механическим переносом системы зарядов статического электричества относительно инерциального пространства во внешнем магнитном поле.

Таким образом, данная структурная модель предусматривает воздействие на гиростат потенциального силового поля (сил гравитации), магнитного (соленоидального) поля и гироскопических сил. Последние обусловлены факторами сил Лоренца и динамическим эффектом, возникающим в результате стационарного циклического движения роторов гиростата.

Настоящая работа имеет целью нахождение некоторых представителей интегрального многообразия системы уравнений движения гиростата, движущегося в данном КСП.

1. Уравнения движения и основные первые интегралы

Основные предпосылки к постановке рассматриваемой задачи подробно изложены в работе [3].

Пусть 
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 – направляющий орт силовых линий однородных параллельных силовых полей: поля силы тяжести напряженности [image: image3.wmf]g

r


 и постоянного внешнего магнитного поля. Введем правые координатные ортобазисы с общим началом в неподвижном полюсе О: неподвижный, одна ось которого направлена по орту [image: image5.wmf]s

r


, и подвижный Γ(Ox1x2x3), неизменно связанный с носителем, оси которого совпадают с главными в полюсе О осями инерции гиростата.

Обозначим:Aj – собственные значения оператора инерции А гиростата; 
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– абсолютная угловая скорость носителя; [image: image12.wmf])
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 – гиростатический момент относительно базиса Γ; 
 – результирующий собственный магнитный момент системы постоянных магнитов (или магнетиков [4]); B=[bij] (i,j=1,2,3) [image: image14.wmf])
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– матрица тензора электрического заряда с элементами bij=Bk (i=j=k), bij=bk (k ≠ (i,j));  [image: image17.wmf])
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 – радиус-вектор центра масс гиростата; 
 – обобщенный барицентрический вектор; Mg – вес гиростата; m – характерная постоянная внешнего магнитного поля; 
[image: image18.wmf])

(

j

s

s

s

r

r

=

; pj=ωj(0) (j=1,2,3) – начальные значения компонент угловой скорости. Все координатные элементы здесь и всюду далее заданы относительно базиса Γ.

Согласно принятым предпосылкам [3] движение гиростата относительно полюса О в КСП характеризуется основной динамической системой (ОДС) [3]
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где cj=Mgrj+mIj (j=1,2,3) причем в углах Эйлера имеем
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Уравнения (1) образуют многопараметрическую динамическую систему (ДС), аналитически замкнутую относительно ωj, sj, обладающую основными (общими) первыми интегралами [3]
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Здесь символ <…> обозначает суммирование указанных величин по индексу j=1, 2, 3, причем (j+1, j+2)≤3; h1, h2 – постоянные интегрирования.

Соотношения (2) являются, соответственно, обобщенным интегралом энергии (интегралом Якоби), обобщенным аналогом интеграла проекции кинетического момента гиростата на вертикаль и геометрическим интегралом. При этом интеграл Якоби обусловлен потенциальностью сил гравитации и гироскопичностью сил Лоренца, а аналог интеграла проекции является интегралом Э. Нетер, порожденным группой симметрий. Он непосредственно следует из одноименной теоремы [5] в силу соответствия первому интегралу ДС всякой однопараметрической группы диффеоморфизмов конфигурационного многообразия данной ДС.

Системы (1), (2) являются обобщениями аналогичных соотношений для твердого тела [6] и непосредственно переходят в них при 
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2. Полиномиальные интегралы динамической системы

Под полиномиальными интегралами ОДС понимаются ее первые интегралы, представленные в виде полиномов по натуральным степеням величин ωj, sj. Иначе, данные интегралы – целые рациональные функции переменных ωj, sj  (j=1,2,3), называемые также алгебраическими интегралами [7].

В дальнейшем из этого класса интегралов рассматриваются только линейные и квадратичный по ωj частные интегралы ОДС, являющиеся дополнительными (по Уиттекеру [8, c.84; 9]) по отношению к основным интегралам (2).
2.1. Линейные интегралы

Рассмотрим вопрос о существовании для ОДС первого частного интеграла вида
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где 
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 – искомые векторы, постоянные в базисе Γ, причем; h – постоянная интегрирования. Следует ожидать, что интегралы этого вида могут существовать при некоторых значениях параметров или (и) при определенных ограничениях [8].
2.1.1. Интеграл для гиростата с электрокинетической
симметрией

Введем условия
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согласно которым главная ось инерции гиростата Ox3 является осью его электрокинетической симметрии, а гиростатический момент и обобщенный барицентрический вектор коллинеарны этой оси. Данная ось является осью симметрии системы электрических зарядов, а электрический эллипсоид (термин [6]), отнесенный к полюсу О, является эллипсоидом вращения относительно данной оси.

Принимая условия (4), из ОДС получаем первый дополнительный интеграл вида (3)
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С другой стороны, для интеграла вида (3) в силу уравнений ОДС получаем тождество, удовлетворяющееся при условиях (4). Следовательно, система условий (4) выражает критерий существования интеграла (5) для ОДС.

Условия (4) определяют обобщенный гиростатический аналог (ГА) классического случая Лагранжа для твердого тела, соответствующий данному КСП. При этом равенство (5) выражает обобщенный интеграл Лагранжа, вид которого с точностью до аддитивной постоянной идентичен известному выражению [6].

Соотношения (4) при q=1,2,3 выражают условие центральной электрокинетической симметрии гиростата с центром в полюсе О. В этом случае тензоры А, В, отнесенные к данному полюсу, являются шаровыми. Если принять дополнительное ограничение коллинеарности
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то ОДС будет обладать первым интегралом
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В силу условия (6) интеграл (7) инвариантен относительно замены вектора 
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Данные условия определяют центрально-симметрический обобщенный ГА, которому соответствует линейный интеграл (7), и составляют критерий существования этого интеграла. Геометрическая интерпретация интегралов (5), (7) очевидна.
2.1.2. Интеграл для обобщенного гиростатического аналога
Гесса

Рассмотрим случай, при котором для гиростата, не обладающего электрокинетической симметрией, ОДС имеет линейный интеграл вида (3). В силу уравнений ОДС и выражения (3) получаем соотношение, являющееся тождеством по переменным ωj, sq (j=1,2,3; q=1,2). Это соотношение тождественно удовлетворяется при следующих ограничениях
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где 
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, h0 – постоянная интегрирования, пропорциональная величине h, содержащейся в интеграле (3).

Ограничения (8) выражают структурную идентичность характеристик гиростата и КСП; при этом условие 
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 устанавливает совпадение главных осей инерционного и электрического эллипсоидов. Условие (10) для переменных s1, s3является уравнением голономной связи, на которой может быть реализовано данное движение гиростата в КСП.

Таким образом, система ограничений (8) – (10) составляет необходимое условие существования интеграла вида (3).

Из уравнений ОДС при условиях (8) – (10) известным образом (см., например, [7]) получаем интегрируемую комбинацию, из которой при условии
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следует первый дополнительный интеграл


[image: image56.wmf](

)

0

3

3

3

1

1

1

=

+

º

w

w

w

c

A

c

A

F

r

.
(12)

Следовательно, система ограничений (8) – (11) составляет достаточное условие существования интеграла (12). Эти условия определяют обобщенный ГА случая Гесса при движении гиростата в данном КСП, а линейный интеграл (12) является аналогом первого интеграла, соответствующего классическому случаю Гесса. Этот интеграл при k1k3≠0 инвариантен относительно замены параметров cr на kr (r =1,3) соответственно.

Согласно условиям (8), (10), (11) векторы 
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 ортогональны плоскости кругового сечения эллипсоида инерции гиростата, отнесенного к полюсу О, а вектор начального кинетического момента носителя расположен в этой плоскости. При этом движении в КСП гиростат, как и твердое тело в однородном поле силы тяжести в интерпретации Н.Е.Жуковского [10, c.580], движется так, что его обобщенный центр тяжести перемещается подобно сферическому маятнику, подвешенному в полюсе О. Это маятниковое движение, согласно условию (10), реализуется в КСП на голономной связи с уравнением
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Это уравнение при  k1k3≠0  инвариантно относительно замены параметров cr на kr (r =1,3) соответственно.

В силу принятых условий имеют место ограничения, наложенные на начальные значения компонент угловой скорости
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Первые соотношения (10), (14), а также (11) и интеграл (12) (при cr=kr, r =1,3) были получены в другой задаче [11].
2.1.3. Интеграл для обобщенного гиростатического аналога 
Гриоли

Примем структурные условия (8), (9), к которым присоединим конфигурационное условие Гриоли [12]
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Согласно данным условиям обобщенный центр масс гиростата расположен на нормали к круговому сечению его эллипсоида инерции, восстановленной из полюса О. Из ограничений (8), (15) при c1c3≠0 следует
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где 
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; параметр a=const ≠0 имеет размерность массы.

Введем голономную связь с уравнением (13) и потребуем выполнения условия коллинеарности векторов 
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 в силу соотношений (8)
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Тогда при  k1k3≠0 уравнение (13) будет инвариантно относительно замены параметров cr на kr (r =1,3) соответственно.

Из уравнений ОДС согласно принятым соотношениям (8), (9), (13), (15) – (17) следует 
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где 
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 определяется равенством (12).

Следуя известному подходу [13], из множества движений, определяемых ОДС, выделим подмножество, характеризующееся инвариантным соотношением
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Из равенства (18) в силу соотношения (19) и зависимостей (16) следует система уравнений (r =1,3) 
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для которой соотношение (19) является первым интегралом. Следовательно, если ДС (20) эквивалентна соответствующей подсистеме ОДС, то соотношение (19) является первым интегралом и для ОДС.

Действительно, сравнивая уравнения ДС (20) с соответствующими уравнениями ОДС при ограничениях (8), (9), (13), (15) – (17), в результате получаем условия
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Соотношения (21) при r =1,3 для структурно невырожденного случая равносильны в силу принятых условий (13), (17). Следовательно, каждое из этих соотношений связи является следствием другого и условием эквивалентности соответствующих уравнений ДС (20) и ОДС. Тогда равенство (19) является также первым интегралом и для ОДС. В силу условия (17) этот интеграл при k1k3≠0 с точностью до аддитивной постоянной инвариантен относительно замены параметров cr на kr (r =1,3) соответственно. Согласно этому же условию ограничения (8), (15) могут быть представлены в виде
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Соотношения (22) были получены и в других задачах [14, 15].

Система ограничений (8), (9), (13), (15), (17), (21) составляет достаточное условие существования интеграла (19). Эти условия определяют обобщенный ГА случая Гриоли при движении гиростата в данном КСП, а линейный интеграл (19) является аналогом первого интеграла, соответствующего классическому случаю Гриоли [16]. Движение данного гиростата, реализующееся на связи (13), имеет место для начальных значений компонент угловой скорости, ограниченных условиями
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2.2. Квадратичный интеграл

Рассмотрим вопрос о существовании для ОДС первого дополнительного к интегралу энергии (2) квадратичного интеграла вида

(ωT • aω) +  (ωT • αs) + (β • sT) = h ,
(24)

где 
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, причем a=diag(a1,a2,a3), α=diag(α1, α2,α3), 
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 – искомые элементы, постоянные в базисе Г, такие что 
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За исходные примем ограничения

bj = 0,     kjсj ≠ 0     (j=1,2,3) .
(25)

Тогда в силу уравнений ОДС и равенства (24) при условиях (25) получаем соотношение, являющееся тождеством по переменным ωj, sq (j = 1, 2, 3; q = 1, 2). Это соотношение тождественно удовлетворяется при следующих ограничениях 

< Hj (Aj+1 – Aj+2)aj > = 0,    Hj = Aj–1 ( j=1, 2, 3),



2m(H2a2 – H3a3)B1 + H1(A2 – A3)α1 + α3 – α2 = 0,



m(H2 α2B1 – H1 α1B2) = 0,     (H3 α3 – H2 α2)c1 = 0,
(26)


2H2a2c1 – H3 α3k1 + β1 = 0,     2H3a3c1 – H2α2k1 + β1 = 0,



(H3a3 – H2a2)k1 = 0           (1, 2, 3).


В свою очередь, соотношения (26) удовлетворяются при условиях

m ≠ 0,    
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где (a≠0,n)=const и n≠0 при α≠0. Согласно условиям (27) величины Aj при a1a2a3≠0 взаимосвязаны соотношениями гомотетичности 
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, инвариантными относительно замены aj на αj (j=1,2,3).

В силу зависимостей (27) интеграл вида (24) представляется в форме
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где сохранено обозначение постоянной интегрирования, примененное в равенстве (24).

Соотношение (28) является первым дополнительным квадратичным интегралом ОДС, независимым по отношению к каждому из интегралов системы (2) или к их комбинациям.  Система ограничений (25), (27) составляет необходимое условие существования данного квадратичного интеграла.

При 
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 из равенства (28) следует дополнительный интеграл для обобщенного ГА случая Эйлера–Жуковского. Если при этом 
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, то N=0, и тогда имеем интеграл для случая Эйлера при движении твердого тела в КСП. В последнем случае этот интеграл не охватывается известным результатом [6].

3. Частные решения основной динамической 
системы

Рассматривается ограниченная задача интегрируемости в квадратурах системы уравнений движения гиростата, движущегося в КСП.

Согласно теории последнего (интегрирующего) множителя системы дифференциальных уравнений [7] ОДС интегрируема в случаях, при которых эта система обладает дополнительным первым интегралом. Рассмотрим некоторые из этих случаев.
3.1. Решение для гиростата с осевой электрокинетической
симметрией
Примем условия симметризации (4), при которых интегралы (2), (5), выраженные в углах Эйлера, представимы в виде
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где h0=h-k3, 2h3=2h2+mB, 2D0=m(B+B3).
Из соотношений (29) известным приемом [7] получаем уравнение, определяющее зависимость u(t)=cosθ 
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Здесь Р4 – стандартный полином Клебша [17, с. 10; 18, с. 321]
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с коэффициентами
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Полагая для дальнейшего a*=4A – A3 ≥ 0, принимаем:

– при a*>0 имеем 
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           (32)
– при a*=0, B3≠0 имеем B≠–B3/2=b*. 

Каждое из этих условий при m ≠ 0 сводится к ограничению a0  ≠ 0.

Пусть 
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– действительные инварианты полинома (31) [17, 18]. Тогда, согласно [19], решение уравнения (30) представляется в форме
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В равенстве (34) обозначено: 
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, t0 – начальный момент времени; параметр w0 определяется равенствами [19]
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Здесь 
[image: image126.wmf]Ã

(τ;g2,g3) – эллиптическая функция Вейерштрасса с инвариантами (33) [17]; штрих обозначает дифференцирование по τ. Вид решения (34) является первой формой Вейерштрасса (термин [19]) представления решения уравнения (30).

Если u=u0 – корень полинома (31) (u0≠u*=1), то, согласно [18], решение уравнения (30) может быть представлено в виде
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где 
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; штрих здесь обозначает дифференцирование по u. Решение в форме (35) является второй формой Вейерштрасса (термин [19]).

Множество U0 корней (u1,…,u4) полинома (31) 
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где U=E1±E2±E3, 
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; ej (j=1,2,3) – корни стандартного полинома Вейерштрасса 4s3–g2s–g3.

Каждая из форм (34), (35) может иметь предпочтение перед другой при анализе характера движения гиростата в КСП. Этот анализ выходит за рамки рассматриваемой здесь задачи.

Зависимость вида ψ(τ) определяется из выражения интеграла моментов (29) в силу соотношения (35) и интегрального представления [19]. В результате имеем
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где 
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 (q=1,2).

В равенстве (36) обозначено
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В равенствах (37) σ, ζ – символы соответствующих эллиптических функций Вейерштрасса [17, 19]; значения 
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 определяются последними соотношениями этой системы.

Зависимость вида φ(τ) аналогичным образом без затруднений находится из третьего соотношения (29) в силу выражений (35), (36).

Если, в отличие от условий (32), параметр В может принимать одно из значений B=(B*,b*), но выполняется ограничение HD0 h – m0 ≠ 0, в силу которого a1 ≠ 0, то решение уравнения (30), согласно [19], имеет вид
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При этом для инвариантов в равенствах (33) принимается a0 = 0.

Зависимости видов ψ(τ), φ(τ) здесь находятся аналогично предыдущему в силу соотношений (29), (38).

Соотношения (34)–(38) решают задачу интегрирования ОДС, представленной в форме (29).
3.2. Решение для обобщенного гиростатического аналога 
случая Гриоли

Получим частное решение (ωj, sj) (j=1, 2, 3) ОДС, удовлетворяющее условию
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голономной связи с уравнением (13) и ограничениям (16).

Согласно условию (39) ω – решение при ограничениях (23), существующих в силу равенств (16), ищется в виде
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где nj (j=1,2,3) – искомые постоянные 
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; ν≠0 – характерная постоянная задачи, определяемая ниже.

Из динамических уравнений (1) в силу выражений (40) следуют условия (8), (9) и дополнительные ограничения
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Второе условие (41) определяет значения параметра k (kr=kwr, r=(1,3)), при которых существует ω – решение (40). Ограничения (42) взаимозависимы и являются другими формами представления соотношений (21), имеющих место в структурно невырожденном случае. Каждая из зависимостей (42) переходит в другую в силу соотношений (13), (16).

Из ограничений (13), (42) следует 

(A2 – A3)n3c1 + (A1 – A2)n1c3 = 0 ,

откуда имеем
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причем ν =n/c, где n – постоянная интеграла (19).

Таким образом, ω – решение (40), согласно равенствам (41), (43) принимает вид
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К соотношениям (44) следует присоединить зависимости вида sj(t) (j=1,2,3), которые в силу равенств (44) можно без затруднений получить из выражений для интегралов (2) и соотношений связи (42). При этом должно выполняться ограничение (13). Выражения для явного вида функций sj(t) здесь не приводятся ввиду их громоздкости и простоты нахождения.

Решение (44), удовлетворяющее заданным условиям, характеризует определенный класс движений гиростата в КСП. К ним, в частности, относится регулярная прецессия вокруг оси, не совпадающей с вертикалью [20].

Равенства (44) относятся к обобщенному ГА случая Гриоли и по форме идентичны соответствующим выражениям, полученным в аналогичной задаче о движении гиростата в однородном гравитационном поле [13].

3.3. Решение с линейной ω-s зависимостью

Следуя Н.Е. Жуковскому [21] и П.В. Харламову [22] ищем решение ОДС (1) в виде 
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где aj – постоянные, подлежащие определению, причем a1a2a3≠0. В общем случае величины aj – все различные.

Из уравнений ОДС в силу соотношений (45) и принятых условий следуют ограничения
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Согласно равенствам (47) имеем 
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 коллинеарны. Соотношения связи (47) налагают ограничения на выбор значений компонент данных векторов при известных значениях параметров aj (j=1,2,3).

Система уравнений (46) определяет параметры aj (j=1,2,3); алгоритм ее решения известен [23]. Нахождение этих параметров сводится к решению определяющего кубического уравнения относительно величины a1/a2 при известном, не зависящем от решения данного уравнения, соотношении между a1 и a2.

Если выражения для всех параметров aj известны, то из системы уравнений Пуассона (1), представленной согласно соотношениям (45) в форме
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следуют известные [23] зависимости вида θ(t), ψ(t), φ(t).

В случае, при котором a1=a2, согласно уравнениям (48) имеем
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что соответствует регулярной прецессии гиростата [20], которая при a1=a2=a3 приводится к перманентному вращению в КСП [3].

Таким образом, на множестве движений вида (45), реализуемых при условиях (47), данный гиростат движется в КСП качественно идентично электрически заряженному твердому телу, находящемуся в поле сил Лоренца [23]. Отличие между этими случаями движения состоит в наложении дополнительных ограничений (47) для гиростата.
3.4. Решение для гиростатического аналога случая Д.К.Бобылева
Из множества движений гиростата, определяемых ОДС, выделим состояние, при котором
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где постоянные a>0, p2≠0 подлежат определению. Эти соотношения формально идентичны выражениям, определяющим решение системы уравнений Эйлера-Пуассона для твердого тела в случае интегрируемости Д.К. Бобылева [7, 10].

К соотношениям (50) присоединим условия
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причем c2k2≠0. Равенства (50) и условия (51) соответствуют обобщенному ГА случая интегрируемости Д.К. Бобылева [15] при движении гиростата в КСП.

Из уравнений ОДС  в силу равенств (50), (51) получаем
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а также определяющее уравнение для параметра a. Вводя условие однозначности значений a
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получаем
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В силу условия (54) значение параметра p2 согласно равенству (52) однозначно определено.

Из интеграла энергии (2) при условиях (50), (51) находим
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где 
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. Тогда в силу равенства (55) и тривиального интеграла (2) имеем
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где hB=1–2hA/(A1a2), c0=2c2/(A1a2).

Полагая τ =at, из уравнения Пуассона (1) согласно соотношениям (55), (56) получаем уравнение, определяющее зависимость w =s2(t)
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Здесь P3 – приведенный полином вида [17]
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с коэффициентами
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штрих в уравнении (57) обозначает дифференцирование по τ.

Согласно [19] решение уравнения (57) представляется в виде 
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где g2, g3 – действительные инварианты полинома (58), определяемые равенствами (33), в которых a0 =0, причем a1≠0 согласно условию c2≠0.

В силу решения (59) зависимости вида s1(τ), s3(τ) определяются из соотношений (55), (56). При этом компонента k2 связана с параметрами гиростата и характеристиками КСП соотношением (53).

Обозначим P(w)=hB–c0w–w2, Q(w)=b0+c0w . Тогда
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где [19]
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Соотношения (59), (60) полностью решают задачу интегрирования ОДС на множестве движений (50) при ограничениях (51), (53).

Заключение

Интегрируемость ДС, по Лиувиллю, [5] обусловлена существованием полного набора независимых первых интегралов во всем фазовом пространстве данной системы. В силу этого ОДС (1) в общем случае является неинтегрируемой.

Согласно теории интегрирования систем уравнений динамики твердого тела, их интегрируемость непосредственно связана с определенными вырождениями: наличием структурно-динамиче​ской симметрии, некоторыми морфическими особенностями или ограничениями специального характера. Эти характерные особенности проявляются и при нахождении отдельных представителей интегрального многообразия ОДС, полученных выше.

Следует ожидать, что рассмотренные здесь случаи интегрируемости объединены общим свойством – наличием структурно-динамического вырождения резонансного характера. Такой характер вырождения впервые был отмечен А.Пуанкаре [24] при анализе случая интегрируемости Лагранжа–Пуассона в классической задаче для твердого тела. При данной вырожденности интегрируемость ОДС можно интерпретировать резонансной моделью, учитывающей характерные особенности каждого случая интегрируемости.

Нарушение условий структурно-динамической симметричности гиростата и КСП, а также условий морфичности, приводит к разрушению интегрируемости системы. Это имеет место, в частности, для случая, при котором векторы напряженности внешнего магнитного поля и поля силы тяжести неколлинеарны, а также в случае неоднородного магнитного поля. Такого рода свойство имеет место и в аналогичной задаче для твердого тела [6].

Следует отметить, что линейные интегралы, полученные для обобщенных ГА Гесса и Гриоли при движении гиростата в КСП, существуют при выполнении условия, выраженного уравнением связи (13). В этом смысле данные первые интегралы являются условными. Этот факт обусловлен характером силового воздействия на гиростат внешнего магнитного поля. Подобное обстоятельство имело место и при рассмотрении другой задачи о движении гиростата в магнитном поле [11]. Вне магнитного поля или без электрических зарядов связь (13) снимается и тогда данные интегралы становятся безусловными.
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